LINEARNA ANALIZA NA GRUPAH ZA RESITEV NEKATERIH
NALOG V KINEMATIKI IN DINAMIKI ROBOTOV

Murray: A mathematical introduction to robotic manipulators, CRC Press, 1994

Diferenciabilne mnogoterosti:

Definicija Lijevih grup

Vi§ji odvodi v prostorih linearnih operatorjev

Taylorjeva formula + eksponencialna formula na grupi GL
Lijeva algebra

SE(3) grupe in se(3) algebra

Eksponencialna produktna reSitev

Problem inverzne dinamike robotskih manipulatorjev




MATRICNE LIJEVE GRUPE : KARTA, ATLAS




PRIMER SL(2,R) GRUPE

parametrizacija grupe SL(2,R) iz mnogoterosti a,b,c €[] °
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POVZETEK, INVERSIJA LINEARIZACIJE

POVZETEK:

Unifikacija algebrajskih in topoloskih lastnosti:
Gladkost preslikave grupne operacije

Gladkost invetzne preslikave vsakega elementa grupe

Linearizacija Lijeve grupe v okolici enote pripomore k enormni poenostavitvi v studiju
Lijevih grup v Stevilnih okoljih.

Plan:
Taylorjev razvoj operacije grupne kompozicije.




PRESLIKAVA OKOLICE TOCKE ‘0’ V OKOLICO TOCKE ‘1’ V
ENDOMORFIZMIH En(GL)

F: (ExE)—>Us : (X Y]~ F(XxY)
EXP (F(XY) = ( ExP(X) EXP(Y))
Fexx)= Leg (exp (X), exp(Y))
exp F(3X,¢Y) = (erp sk, eqp(ty)



TAYLOR RAZVOJ 1
(exp(X )exp(Y )) = eXp(F (X Y )) = F (X Y ) = log(exp X ,eXpY) (1.6)
(exp(SX )exp(tY )) = exp(F (sX,tY ))

Za F naredimo Taylor razvoj okoli ni¢le (®)
O®=(0,0)eExE: Z=(sX,tY)=>0O+Z=(sX,tY)=Z=

F(Z)=F(©)+DF(®)Z + DZF(®)Z(2)+...(1.8)
posebej za slucaj, if s=t :
F(sX,sY)=F(®)+sDF (0)(X,Y)+s = F'(G))((X,Y),(X,Y))+...(1.9)




TAYLOR RAZVOJ 2

SX = F (sX,0) = sDF (©)(X,0)+ Y s* Dki'(@)

(X,0) (1.12)

V (1.12) primerjaj na levi in desni potence s : sledi

DF (©)(X,0)=X; in: D*F(®)(X,0)"=0; Y k>2 (1.13)
simetriCna oblika za Y :

DF (©)(0,Y)=Y; in: D*F(©)(0,Y) =0; Vk>2 (1.14)
Iz (1.12),(1.13) =
DF (®)Z = DF (®)(sX,tY )= ( seStevanje v vektorskem prostoru )




TAYLOR RAZVOJ 3

Glede na desno stran enacb (1.13), (1.14) prva dva terma v (1.16)

izgineta, od enacbe (1.16) ostane:

D’F(©)Z* =2stD’F(0)[(X,0),(0,Y)]| (1.17)

Ce vstavimo (1.15), (1.16) v Taylorjev razvoj - formula (1.8)
F(sX,tY)=sX +tY +stz(X,Y);

7(X,Y)=D?(0©)[(X,0),(0.Y)]| (1.18)
( kot mora skalarni produkt tudi biti ): z: End (V )xEnd (V) — End (V) je bilinearen :




DEFINICIJA LIUEVE ALGEBRE, LASTNOSTI
DEFINITION: Lijeva algebra: neasociativna algebra A nad poljem K

je vektorski prostor A skupaj z bilinearnim mnozenjem

/ Lie bracket/ komutator 7 € L*(A,A)

Algebra gl(V) dolo¢a the mnozZenje v GL(V) lokalno do reda2.

exp(SX,tY ) = exp(sX +tY +str(X,Y))+&,(sX,tY) (1.20)

Rabimo razli¢ne lastnosti GL(V) za dolocitev identitet za gl(V). Term napake &,

je dejansko dolo¢en s subalgebro v gl(V) ... Campbell-Hausdorff teorem

LASTNOSTI:




KONSTRUKTIVNI ALGORITEM ZA KOMUTATOR:

Konstruktivni algoritem za 7 : razvoj po Taylorju leva stran enacbe (1.20)

exp(sX )exp(tY) = (I +sX +%SZX2 +..)(1 +sY +%S2Y2 +...)=

= | +sX +tY +%s2x2 + stXY +%th2 +... (1.23)

razvoj po Taylor-ju desna stran enacbe (1.20)

exp(sX +tY +str(X,Y )+...) = I +(sX +tY +str(X,Y )+...)+

l(sx FEY 4t (XY ) 4en) 4 =




ALGEBRAICNE LASTNOSTI TANGENTNEGA
PROSTORA ; tangentni prostor je vektorski prostor

Tangentni prostor je Lijeva algebra s komutatorjem: exp(X) je definiran za vsako

n x n matriko X : operator 'exp' zagotavlja gladko pot s predpisanim tangentnim vektorjem

v tocki enote 1.

A(t) =exp(tX );—> A(0) =1; A'(O) =X; (1.26)

Racun tangentnih prostorov: O(n);SO(n);U(n);SU(n);Sp(n),GL(n,c),SL(n,c)
Tangentni prostor je vektorski prostor: dokaz:

X =A'0); Y=B'0); A(),B(t)eG gladek; A0)=B(0)=1—>




ZAPRTOST TANGENTNEGA PROSTORA POD KOMUTATORJEM
( LIE BRACKETT)

XYeT - [X,Y]eTl(G)

DOKAZ

A(0)=B(0)=1,A'0)= X;B'(0)=Y;—> X,Y €T, (G)

pot pri fiksiranem s: C_= A(S)B(t)A(s)”" —

C. (O) = A(s)B'(0)A(s) ' = A(S)YA(s)™'; D(s) = A(s)YA(s)




GRUPA SE(3) ALGEBRA se(3)

(R p]esm); (Rl pI](Rz pzj:(Rle R1p2+pl)
0 1 0O 1)L0 1 0 1

exp,log 1mamo polno pravico logaritmirati of SE(3)

1 0 Py
1og(eyes(3),[anPy,Pz]?[O’O’O]’O): [: :} py

R = exp(@.9)




GEOMETRICNI KONSTRUKT ZA DEFINIRANJE se(3) ZA
ROTACIJSKI ZGLOB/SKLEP

link, rofation, 1 v

coplanar



PROGRAMIRANJE POSAMEZNEGA ROTACIJSKEGA ZGLOBA




EXPONENTIALNA PRODUKTNA RESITEV- radunanje nazaj
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EXPONENTIALNA PRODUKTA RESITEV : radun naprej
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REKAPITULACIJA

*Parametrizacija Lijevih grup — parametri iz mnogoterosti, differenciabilnost, gladkost, difeomorfizem
*GrafiCna predstavitev: preslikava okolice nic¢le v okolico enote in obratno

*Exponentialna preslikava, logaritmiCna preslikava

*Razvoj endomorfizmov po Taylorju :

Komutator F(sX,tY)=sX +tY +str(X,X)

Liejeva algebra

-Tangentni prostor : osnova Lijeve algebre [X ,Y ] = XY —-YX

*SE-3 groupa trdega telesa

*Generiranje se-3 algebre — geometri€ni konstrukt
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